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一、引言
矩阵是高等代数、线性代数中的最重要内容，在学

科教学、实际应用中都有非常广泛的应用。其中逆矩

阵是矩阵内容中一个重要概念，其在求解线性方程组、

矩阵方程，研究线性变换的反变换，讨论各类反问题， 

求解微分方程，分析隐函数性质，探讨复杂算子性质

等方面都有非常广泛应用。鉴于内容的重要性，判别

矩阵可逆及如何计算其逆矩阵已有很多的方法，大多

数教材中也有对此类问题的讨论。文献 [1] 中详细介

绍了矩阵逆的定义、性质与运用伴随矩阵公式计算的

方法；黄玉兰、黄翔等总结了常见的计算逆矩阵的方法，

如基本公式法，带状矩阵逆矩阵的计算等，见[2],[3]；

文献 [4],[5] 中讨论了一些特殊矩阵的逆矩阵计算方

法，例如三对角矩阵、低次幂矩阵多项式的逆矩阵计算；

文献 [6] 基于 TPACK 理论 ,结合线性代数中逆矩阵在密

码等学科中的应用进行了教学设计，从中可得到启发教

师可联系现实生活中的例子通过设置问题 , 学习新知 ,

分析问题 ,解决问题等教学环节 ,调动学生探究新知识

与新方法的积极性 ,并且使学生切身体会到生活中数学

有广泛的应用；文献 [7] 以线性代数教学中的几类重要

问题“求矩阵多项式的逆矩阵”为例 ,利用多项式的带

余除法理论等 ,特别是综合除法介绍了最常见的一类矩

阵多项式求逆的具体计算方法 , 使得这类问题的求解

更简单高效、容易掌握，且这种方法具有一定的构造性,

也可使此类问题的解决思路更加清晰 ,激发学生后续对

线性代数课程学习的兴趣。文献[8]中借助多项式理论,

给出轮换矩阵的系列性质 , 并给出了轮换矩阵可逆的

判定定理及其逆矩阵的计算方法 , 最后通过具体算例

进行验证；杜晓宁 , 罗东等对常见的求逆矩阵的方法

进行了初步的归纳总结，见文献 [9]。

矩阵多项式是矩阵分析中一个较重要的内容，在实

际问题中有广泛的应用，求满足某类方程的矩阵逆具

有重要的应用价值。本文针对一类满足二次矩阵方程、

三次矩阵方程或高次矩阵方程的矩阵，分别通过构造

的方法和多项式带余除法理论讨论其逆矩阵的存在性

及计算方法，并给出一般性结论及相关特殊实例。下

面从满足 n 次方程的矩阵出发，尝试讨论这类矩阵逆

的存在性与计算方法，希望问题的研究对于相关知识

点学习能起到抛砖引玉的作用。

 二、主要命题
下面论述中我们要用到以下引理，见 [1]。

引理[1]设A,B 方阵满足关系式A,B=I,I 为单位阵，

则A 可逆 ,其逆为B。

该定理将逆矩阵的存在性转化为找一个方阵，使得

A,B=I，利用这种构造性方法，可以计算部分矩阵的逆

矩阵。 

注 1：存在性证明在数学中是一类非常重要的证明

题，一般使用构造的方法将存在的对象构造出来。 存

在性的表述有很多的模式，有显性的模式，也有隐式

的格式。本定理是显性形式，在实际中通常用来构造

逆矩阵。

注 2：矩阵的逆是实数集里倒数的形式推广，也是

函数里反函数的推广，也是变换存在反变换的推广，

是一种非常重要的逆向思维活动，对于培养逆向思维

有重要的参考价值。 

注 3：本问题源于高等数学、线性代数课程教学中

一些习题的讲解，也在最近几年研究生入学考试中也

经常碰到类似问题的讨论，从特殊到一般，是研究问

题的基本方法。 

定理 1 设A 方阵满足关系式A2+pA=qI=O, 证明当

a2+pa+q ≠ 0 时A-aI 可逆 ,其逆矩阵为 :

证明一：利用构造法证明。B 由逆矩阵的定义，如

果存在一个方阵使得AB=BA=I，则A 可逆，且A-1=B。 

由于A2+pA+qI，经过系列的计算有

(A-aI)(A+(p+a))I)=-(a2+ap+q)I ， (1)

两 端 取 行 列 式， 有 |(A-aI)(A+(p+a))I)|=|-

(a2+ap+q)I |，所以当 a2+pa+q ≠ 0 有 |A-aI| ≠ 0，故

A-aI 可逆，由 (1) 显然有

，(2)
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所以A-aI 逆矩阵为 。

由于一元多项式已有完备的理论，一元多项式中

很多结论完全可以推广到以方阵为变元的矩阵多项式，

其中多项式的因式分解理论在矩阵逆的计算中起着非

常重要的作用，可运用多项式的带余除法讨论这类矩

阵的逆矩阵计算问题。 

证 明 二： 利 用 多 项 式 带 余 除 法 证 明。 令

f(x)=x2+px+q， 由 带 余 除 法 有：x2+px+q=(x-a)

(x+(p+a))+(a2+ap+q)，即(x-a)(x+(p+a))=-(a2+ap+q)，

所以当 a2+ap+q ≠ 0 得到

，

与此对应的矩阵方程是：

，

所以A-aI 逆矩阵为 。

推论 1 若方阵A 满足关系式A2+pA+qI=0, 则当p2-

4q<0 时A-aI 可逆 ,其逆矩阵为

类似，对于满足三次矩阵方程的矩阵，其逆阵逆的

计算有以下定理。 

定理 2 若方阵A 满足关系式A3+aA2+bA+cI=0, 则当

λ3+aλ2+bλ+c ≠0 时可逆 ,其逆矩阵为

。

证 由于A3+aA2+bA+cI=0，经过系列运算有

(A-λI)( A 2+ (λ+a) A + ( b +λ(λ+a) ) I ) = -

(λ3+aλ2+bλ+c)I

两端取行列式，有

|(A-λI)(A 2+(λ+a)A+(b+λ(λ+a))I) |= |-

(λ3+aλ2+bλ+c)I|, 所 以 当 λ3+aλ2+bλ+c ≠ 0 有

|A-aI|，故可逆，显然有

所以A-aI 逆矩阵为

。

 更一般的，对于一般的 n 次矩阵方程，逆矩阵有

以下结论。 

定理 3 设方阵A 满足关系式An+an-1A
n-1+an-2A

n-2+…

+a1A+a0I=0, 则当λn+an-1λ
n-1+an-2λ

n-2+…+a1λ+a0I ≠0

时A-λI 可逆 ,其逆矩阵为

，其中

。
注 4 类似于定理 1、定理 2，运用带余除法可完成

本命题的证明。 

注 5 此类矩阵逆在线性方程组的求解、矩阵方程

的求解、微分方程的求解、向量组的线性关系判断、

矩阵的对角化等方面均有非常广泛的应用。 

类似于这类矩阵逆的计算在高等代数教材、线性代

数教材、近年研究生入学考试“高数 ( 一 )”等科目中

都有大量的问题讨论。 

上述情形的几个特例如下：

（1）幂零矩阵相关的逆阵。由A2=0 有 (A-aI)

(A+aI)=-a2I，即 ，所以当a≠0时A-aI

可逆 ,其逆矩阵为 。 

（2）等幂矩阵相关的逆阵。由A2=A 有 (A-aI)(A+

（a-1）I)=-（a2-1）I，即 ，所以

当 a2-a ≠ 0 时A-aI 可逆 ,其逆矩阵为 。 

（3）三次幂零矩阵相关的逆阵。 由A3=0 有 (A-

aI)(A2+aA+a2I)=-a3I，即 ，所以

当 a≠ 0时A-aI 可逆 ,其逆矩阵为 。 

（4）次幂零矩阵相关的逆阵。由An=0 有 (A-aI)

(An-1+aAn-2+…+an-1I)=-anI，

即 ，所以当 a ≠ 0 时

A-aI 可逆 ,其逆矩阵为 。 

三、结论
矩阵逆的计算是矩阵中的重点研究内容之一，计算

方法多样，特殊情形特殊处理，矩阵逆在实际中有广泛

的应用，本文从满足二次矩阵方程的矩阵逆计算出发，

逐阶分析了满足一般满足 n 次矩阵方程的矩阵逆的存

在性与计算，给出了相应的判别方法与逆矩阵计算算

法，希望一方面对逆矩阵的计算有一定的参考与借鉴，

另一方面对矩阵逆的教学设计特别是线性代数相关内

容课程思政教学设计有一定的参考价值。 
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